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Alcuni problemi di minimo/massimo

Quando l’incognita è  

un numero reale



Alcuni problemi di minimo/massimo

Quando l’incognita è  

un numero reale

<latexit sha1_base64="6hcmfQCMrfmOuZdkKxMnQOpT8to="></latexit>x



I problemi di minimo di funzioni di una variabile

• Esiste? 

• Candidati? 

• Trovarlo



La piazza rettangolare più ampia?

Tra tutte le piazze rettangolari a parità di perimetro quali (se esistono) hanno area massima?

Problemi di  
una variabile
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Problemi di  
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Dimostrazione.

RISPOSTA: il quadrato!



<latexit sha1_base64="XNRMY8r0dSvYAIo9R882Zp/9nUQ="></latexit>a

<latexit sha1_base64="okYMGuZMFwIrboPB0q+iJr0xuck="></latexit>

b

Dimostrazione.

RISPOSTA: il quadrato!



<latexit sha1_base64="XNRMY8r0dSvYAIo9R882Zp/9nUQ="></latexit>a

<latexit sha1_base64="okYMGuZMFwIrboPB0q+iJr0xuck="></latexit>

b

<latexit sha1_base64="K+gLEDdLpaLLG7J15B8kEhpJYrI="></latexit>

2a + 2b =: 2L (perimetro)

Dimostrazione.

RISPOSTA: il quadrato!



<latexit sha1_base64="XNRMY8r0dSvYAIo9R882Zp/9nUQ="></latexit>a

<latexit sha1_base64="okYMGuZMFwIrboPB0q+iJr0xuck="></latexit>

b

<latexit sha1_base64="Jeb/n1UMLuE+4d7/RlDSwUWaPuQ="></latexit>

b = L � a

<latexit sha1_base64="K+gLEDdLpaLLG7J15B8kEhpJYrI="></latexit>

2a + 2b =: 2L (perimetro)

Dimostrazione.

RISPOSTA: il quadrato!



<latexit sha1_base64="XNRMY8r0dSvYAIo9R882Zp/9nUQ="></latexit>a

<latexit sha1_base64="okYMGuZMFwIrboPB0q+iJr0xuck="></latexit>

b

<latexit sha1_base64="Jeb/n1UMLuE+4d7/RlDSwUWaPuQ="></latexit>

b = L � a
<latexit sha1_base64="RiiyzI4hBKsYgJseRNjVwenX4qw="></latexit>

Area: ab = a(L � a) := f(a)

<latexit sha1_base64="K+gLEDdLpaLLG7J15B8kEhpJYrI="></latexit>

2a + 2b =: 2L (perimetro)

Dimostrazione.

RISPOSTA: il quadrato!



<latexit sha1_base64="XNRMY8r0dSvYAIo9R882Zp/9nUQ="></latexit>a

<latexit sha1_base64="okYMGuZMFwIrboPB0q+iJr0xuck="></latexit>

b

<latexit sha1_base64="Jeb/n1UMLuE+4d7/RlDSwUWaPuQ="></latexit>

b = L � a
<latexit sha1_base64="RiiyzI4hBKsYgJseRNjVwenX4qw="></latexit>

Area: ab = a(L � a) := f(a)

<latexit sha1_base64="K+gLEDdLpaLLG7J15B8kEhpJYrI="></latexit>

2a + 2b =: 2L (perimetro)

Dimostrazione.

a

Area

<latexit sha1_base64="N7r9kpU/Z33vR8Zo+fHwK8lqyX4="></latexit>

L

RISPOSTA: il quadrato!



<latexit sha1_base64="XNRMY8r0dSvYAIo9R882Zp/9nUQ="></latexit>a

<latexit sha1_base64="okYMGuZMFwIrboPB0q+iJr0xuck="></latexit>

b

<latexit sha1_base64="Jeb/n1UMLuE+4d7/RlDSwUWaPuQ="></latexit>

b = L � a
<latexit sha1_base64="RiiyzI4hBKsYgJseRNjVwenX4qw="></latexit>

Area: ab = a(L � a) := f(a)
<latexit sha1_base64="i4bkc1BC/VUhSZMxlZkbIu7MvF0="></latexit>

L/2

<latexit sha1_base64="udtH2oVV1tHMuVEArEN84o2RfHg="></latexit>

f(a)  f(L/2) per ogni a 2 [0, L]

<latexit sha1_base64="K+gLEDdLpaLLG7J15B8kEhpJYrI="></latexit>

2a + 2b =: 2L (perimetro)

Dimostrazione.

a

Area

<latexit sha1_base64="N7r9kpU/Z33vR8Zo+fHwK8lqyX4="></latexit>

L

RISPOSTA: il quadrato!



<latexit sha1_base64="XNRMY8r0dSvYAIo9R882Zp/9nUQ="></latexit>a

<latexit sha1_base64="okYMGuZMFwIrboPB0q+iJr0xuck="></latexit>

b

<latexit sha1_base64="Jeb/n1UMLuE+4d7/RlDSwUWaPuQ="></latexit>

b = L � a
<latexit sha1_base64="RiiyzI4hBKsYgJseRNjVwenX4qw="></latexit>

Area: ab = a(L � a) := f(a)
<latexit sha1_base64="i4bkc1BC/VUhSZMxlZkbIu7MvF0="></latexit>

L/2

<latexit sha1_base64="udtH2oVV1tHMuVEArEN84o2RfHg="></latexit>

f(a)  f(L/2) per ogni a 2 [0, L]

<latexit sha1_base64="i4s3ECU3BLW670KDKyVEY1K8bXw="></latexit>

a = b = L/2Soluzione:

<latexit sha1_base64="K+gLEDdLpaLLG7J15B8kEhpJYrI="></latexit>

2a + 2b =: 2L (perimetro)

Dimostrazione.

a

Area

<latexit sha1_base64="N7r9kpU/Z33vR8Zo+fHwK8lqyX4="></latexit>

L

RISPOSTA: il quadrato!



<latexit sha1_base64="XNRMY8r0dSvYAIo9R882Zp/9nUQ="></latexit>a

<latexit sha1_base64="okYMGuZMFwIrboPB0q+iJr0xuck="></latexit>

b

<latexit sha1_base64="Jeb/n1UMLuE+4d7/RlDSwUWaPuQ="></latexit>

b = L � a
<latexit sha1_base64="RiiyzI4hBKsYgJseRNjVwenX4qw="></latexit>

Area: ab = a(L � a) := f(a)
<latexit sha1_base64="i4bkc1BC/VUhSZMxlZkbIu7MvF0="></latexit>

L/2

<latexit sha1_base64="udtH2oVV1tHMuVEArEN84o2RfHg="></latexit>

f(a)  f(L/2) per ogni a 2 [0, L]

<latexit sha1_base64="i4s3ECU3BLW670KDKyVEY1K8bXw="></latexit>

a = b = L/2Soluzione:

<latexit sha1_base64="K+gLEDdLpaLLG7J15B8kEhpJYrI="></latexit>

2a + 2b =: 2L (perimetro)

Dimostrazione.

a

Area

<latexit sha1_base64="N7r9kpU/Z33vR8Zo+fHwK8lqyX4="></latexit>

L

<latexit sha1_base64="BzYjaHZF9IziU9Ifcxrk5zEpoOE="></latexit>

L’area massima a parità di perimetro 2L è (L/2)2 = L2/4.

RISPOSTA: il quadrato!



La piazza con area più ampia?

A parità di perimetro 2L ci sono piazze con area maggiore di L2/4? 



La piazza con area più ampia?

A parità di perimetro 2L ci sono piazze con area maggiore di L2/4? 

ESEMPIO Qual è l’area di un disco di perimetro 2L? 

<latexit sha1_base64="AcbMpUBfduJ8biv2dzFVj2jsv9s="></latexit>

2L



La piazza con area più ampia?

A parità di perimetro 2L ci sono piazze con area maggiore di L2/4? 

ESEMPIO Qual è l’area di un disco di perimetro 2L? 

<latexit sha1_base64="CDa91y88EFgXfSpAJmNgnCTD8zM="></latexit>

2⇡R = 2L

<latexit sha1_base64="AcbMpUBfduJ8biv2dzFVj2jsv9s="></latexit>

2L

<latexit sha1_base64="hIaKe8oQ6KYSq+O0a6rpleSbCIg="></latexit>

R



La piazza con area più ampia?

A parità di perimetro 2L ci sono piazze con area maggiore di L2/4? 

ESEMPIO Qual è l’area di un disco di perimetro 2L? 

<latexit sha1_base64="CDa91y88EFgXfSpAJmNgnCTD8zM="></latexit>

2⇡R = 2L

<latexit sha1_base64="9XwmB3at1J0q0/8Y7FEU14Ws3+Y="></latexit>

R =
L

⇡

<latexit sha1_base64="AcbMpUBfduJ8biv2dzFVj2jsv9s="></latexit>

2L

<latexit sha1_base64="JnGGhbUY0x4BlmiW/bdLlrYeL+g="></latexit>

L/⇡



La piazza con area più ampia?

A parità di perimetro 2L ci sono piazze con area maggiore di L2/4? 

ESEMPIO Qual è l’area di un disco di perimetro 2L? 

<latexit sha1_base64="CDa91y88EFgXfSpAJmNgnCTD8zM="></latexit>

2⇡R = 2L

<latexit sha1_base64="9XwmB3at1J0q0/8Y7FEU14Ws3+Y="></latexit>

R =
L

⇡

<latexit sha1_base64="2lvVsk7sdr9CwvthTY6tLcVCUZc="></latexit>

Area: ⇡R2 = ⇡

✓
L

⇡

◆2

<latexit sha1_base64="AcbMpUBfduJ8biv2dzFVj2jsv9s="></latexit>

2L

<latexit sha1_base64="JnGGhbUY0x4BlmiW/bdLlrYeL+g="></latexit>

L/⇡



La piazza con area più ampia?

A parità di perimetro 2L ci sono piazze con area maggiore di L2/4? 

ESEMPIO Qual è l’area di un disco di perimetro 2L? 

<latexit sha1_base64="CDa91y88EFgXfSpAJmNgnCTD8zM="></latexit>

2⇡R = 2L

<latexit sha1_base64="9XwmB3at1J0q0/8Y7FEU14Ws3+Y="></latexit>

R =
L

⇡

<latexit sha1_base64="2lvVsk7sdr9CwvthTY6tLcVCUZc="></latexit>

Area: ⇡R2 = ⇡

✓
L

⇡

◆2 <latexit sha1_base64="CjjFeQNvRyMiz9BreLydtKBcfu4="></latexit>

=
L2

⇡

<latexit sha1_base64="AcbMpUBfduJ8biv2dzFVj2jsv9s="></latexit>

2L

<latexit sha1_base64="JnGGhbUY0x4BlmiW/bdLlrYeL+g="></latexit>

L/⇡



La piazza con area più ampia?

A parità di perimetro 2L ci sono piazze con area maggiore di L2/4? 

ESEMPIO Qual è l’area di un disco di perimetro 2L? 

<latexit sha1_base64="CDa91y88EFgXfSpAJmNgnCTD8zM="></latexit>

2⇡R = 2L

<latexit sha1_base64="9XwmB3at1J0q0/8Y7FEU14Ws3+Y="></latexit>

R =
L

⇡

<latexit sha1_base64="2lvVsk7sdr9CwvthTY6tLcVCUZc="></latexit>

Area: ⇡R2 = ⇡

✓
L

⇡

◆2 <latexit sha1_base64="CjjFeQNvRyMiz9BreLydtKBcfu4="></latexit>

=
L2

⇡

<latexit sha1_base64="CTjH/JXiXmE1NltYsgpuqLSGE7Q="></latexit>

>
L2

4

<latexit sha1_base64="AcbMpUBfduJ8biv2dzFVj2jsv9s="></latexit>

2L

<latexit sha1_base64="JnGGhbUY0x4BlmiW/bdLlrYeL+g="></latexit>

L/⇡



La piazza con area più ampia?

A parità di perimetro 2L ci sono piazze con area maggiore di L2/4? 

ESEMPIO Qual è l’area di un disco di perimetro 2L? 

<latexit sha1_base64="CDa91y88EFgXfSpAJmNgnCTD8zM="></latexit>

2⇡R = 2L

<latexit sha1_base64="9XwmB3at1J0q0/8Y7FEU14Ws3+Y="></latexit>

R =
L

⇡

<latexit sha1_base64="2lvVsk7sdr9CwvthTY6tLcVCUZc="></latexit>

Area: ⇡R2 = ⇡

✓
L

⇡

◆2 <latexit sha1_base64="CjjFeQNvRyMiz9BreLydtKBcfu4="></latexit>

=
L2

⇡

<latexit sha1_base64="CTjH/JXiXmE1NltYsgpuqLSGE7Q="></latexit>

>
L2

4

Ci sono domini con area maggiore, a parità di perimetro?

<latexit sha1_base64="AcbMpUBfduJ8biv2dzFVj2jsv9s="></latexit>

2L

<latexit sha1_base64="JnGGhbUY0x4BlmiW/bdLlrYeL+g="></latexit>

L/⇡



Il problema (isoperimetrico) di Didone

Approdata sulle coste libiche, Didone ottenne dal re Iarba il permesso di stabilirsi lì, 
prendendo tanto terreno «quanto ne poteva contenere una pelle di bue»

Tra tutte le curve chiuse di data lunghezza determinare quelle che racchiudono una 
regione di area massima

L’incognita NON è 
una variabile



Soluzione: il cerchio

Il problema (isoperimetrico) di Didone

Da centinaia di anni era noto che SE la soluzione esiste allora si tratta di un cerchio

Per provare l’esistenza è servita la matematica del ‘900



Il problema di Didone con due estremi fissi



Esistono soluzioni? 
La NON esistenza: un errore frequente anche di grandi matematici



Esistono soluzioni? 
La NON esistenza: un errore frequente anche di grandi matematici

ESEMPIO. Supponiamo esista il massimo dei naturali. Allora il massimo è uguale a 1! 



Esistono soluzioni? 
La NON esistenza: un errore frequente anche di grandi matematici

ESEMPIO. Supponiamo esista il massimo dei naturali. Allora il massimo è uguale a 1! 

<latexit sha1_base64="oxqvaYIueRELphSOaY6CaWJJPaY="></latexit>

Supponiamo n = maxN.Dimostrazione.



Esistono soluzioni? 
La NON esistenza: un errore frequente anche di grandi matematici

ESEMPIO. Supponiamo esista il massimo dei naturali. Allora il massimo è uguale a 1! 

<latexit sha1_base64="Ab5aXncCQayt905v6FsmseJrpi4="></latexit>

Se n > 1 allora n2 > n, quindi n non è il massimo.

<latexit sha1_base64="oxqvaYIueRELphSOaY6CaWJJPaY="></latexit>

Supponiamo n = maxN.Dimostrazione.



Esistono soluzioni? 
La NON esistenza: un errore frequente anche di grandi matematici

ESEMPIO. Supponiamo esista il massimo dei naturali. Allora il massimo è uguale a 1! 

<latexit sha1_base64="Ab5aXncCQayt905v6FsmseJrpi4="></latexit>

Se n > 1 allora n2 > n, quindi n non è il massimo.

<latexit sha1_base64="WOnXn8FmoywwBXh4lLwhVRvFqds="></latexit>

Pertanto n = 1. ⇤

<latexit sha1_base64="oxqvaYIueRELphSOaY6CaWJJPaY="></latexit>

Supponiamo n = maxN.Dimostrazione.



Il problema di Kakeya

Un insieme del piano si dice di Kakeya  se in esso è possibile ruotare un segmento di 
lunghezza unitaria di 180 gradi facendolo ritornare alla posizione iniziale.
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Esempio. Un disco di raggio 1/2
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Il problema di Kakeya

Un insieme del piano si dice di Kakeya  se in esso è possibile ruotare un segmento di 
lunghezza unitaria di 180 gradi facendolo ritornare alla posizione iniziale.

Esempio. Un disco di raggio 1/2

Esempio. Un deltoide

Tra gli insiemi di Kakeya ne esiste uno di area minima>0?



Il problema di Kakeya

Un insieme del piano si dice di Kakeya  se in esso è possibile ruotare un segmento di 
lunghezza unitaria di 180 gradi facendolo ritornare alla posizione iniziale.

Esempio. Un disco di raggio 1/2

Esempio. Un deltoide

Tra gli insiemi di Kakeya ne esiste uno di area minima>0? NO
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P a Q passando per un punto R del bordo del fiume?

Il percorso di lunghezza minima  
abbeverando il cavallo

R

Problemi di  
una variabile



P

Q

Percorso di lunghezza minima per andare da  

P a Q passando per un punto R del bordo del fiume?

Il percorso di lunghezza minima  
abbeverando il cavallo

R

1) Convengono due segmenti 

2) Quale R?

Problemi di  
una variabile





P

Q

P

Q

P

Q

P

Q

LL/2

Qual è il cammino più corto?

<latexit sha1_base64="fUSUAX1PEjqnK1brkg9fEOFOlDU="></latexit>

✓
<latexit sha1_base64="fUSUAX1PEjqnK1brkg9fEOFOlDU="></latexit>

✓

A B

C D



P

Q

DRISPOSTA: 



P

Q

Dimostrazione.

DRISPOSTA: 



P

Q

Dimostrazione.

R

Consideriamo una traiettoria che passa per un punto arbitrario R nel segmento sul fiume.

DRISPOSTA: 



P

Q

Dimostrazione.

R

P’

Consideriamo una traiettoria che passa per un punto arbitrario R nel segmento sul fiume.

Sia P’ simmetrico di P rispetto all’asse orizzontale.

DRISPOSTA: 



P

Q

Dimostrazione.

R

P’

Consideriamo una traiettoria che passa per un punto arbitrario R nel segmento sul fiume.

Sia P’ simmetrico di P rispetto all’asse orizzontale.

DRISPOSTA: 

<latexit sha1_base64="W8T7ygW482InJmj6W6/BiaM7hr8="></latexit>

PR + RQ = P 0R + RQ



P

Q

Dimostrazione.

R

P’

S

Consideriamo una traiettoria che passa per un punto arbitrario R nel segmento sul fiume.

Sia P’ simmetrico di P rispetto all’asse orizzontale.

DRISPOSTA: 

<latexit sha1_base64="W8T7ygW482InJmj6W6/BiaM7hr8="></latexit>

PR + RQ = P 0R + RQ

<latexit sha1_base64="om6H+yIMXAplGUfOvTv/9nlUWek="></latexit>

P 0R + RQ � P 0Q

<latexit sha1_base64="tZFhLTXhd9LQQd+l7AJrZ+ZxJg8="></latexit>

P 0Q = P 0S + SQ



P

Q

Dimostrazione.

R

P’

S

Consideriamo una traiettoria che passa per un punto arbitrario R nel segmento sul fiume.

Sia P’ simmetrico di P rispetto all’asse orizzontale.

DRISPOSTA: 

<latexit sha1_base64="W8T7ygW482InJmj6W6/BiaM7hr8="></latexit>

PR + RQ = P 0R + RQ

<latexit sha1_base64="om6H+yIMXAplGUfOvTv/9nlUWek="></latexit>

P 0R + RQ � P 0Q

<latexit sha1_base64="tZFhLTXhd9LQQd+l7AJrZ+ZxJg8="></latexit>

P 0Q = P 0S + SQ
<latexit sha1_base64="8OdWde+CUzqCwozNmzduVljdoY0="></latexit>

= PS + SQ



P

Q

<latexit sha1_base64="fUSUAX1PEjqnK1brkg9fEOFOlDU="></latexit>

✓
<latexit sha1_base64="fUSUAX1PEjqnK1brkg9fEOFOlDU="></latexit>

✓

Dimostrazione.

R

P’

S

Consideriamo una traiettoria che passa per un punto arbitrario R nel segmento sul fiume.

Sia P’ simmetrico di P rispetto all’asse orizzontale.

DRISPOSTA: 

<latexit sha1_base64="W8T7ygW482InJmj6W6/BiaM7hr8="></latexit>

PR + RQ = P 0R + RQ

<latexit sha1_base64="om6H+yIMXAplGUfOvTv/9nlUWek="></latexit>

P 0R + RQ � P 0Q

<latexit sha1_base64="tZFhLTXhd9LQQd+l7AJrZ+ZxJg8="></latexit>

P 0Q = P 0S + SQ
<latexit sha1_base64="8OdWde+CUzqCwozNmzduVljdoY0="></latexit>

= PS + SQ



P

Q

<latexit sha1_base64="fUSUAX1PEjqnK1brkg9fEOFOlDU="></latexit>

✓
<latexit sha1_base64="fUSUAX1PEjqnK1brkg9fEOFOlDU="></latexit>

✓

Dimostrazione.

R

P’

S

Consideriamo una traiettoria che passa per un punto arbitrario R nel segmento sul fiume.

Sia P’ simmetrico di P rispetto all’asse orizzontale.

DRISPOSTA: 

<latexit sha1_base64="W8T7ygW482InJmj6W6/BiaM7hr8="></latexit>

PR + RQ = P 0R + RQ

<latexit sha1_base64="om6H+yIMXAplGUfOvTv/9nlUWek="></latexit>

P 0R + RQ � P 0Q

<latexit sha1_base64="tZFhLTXhd9LQQd+l7AJrZ+ZxJg8="></latexit>

P 0Q = P 0S + SQ
<latexit sha1_base64="8OdWde+CUzqCwozNmzduVljdoY0="></latexit>

= PS + SQ



Metodo alternativo

P=(0, A)
Q=(0, B)

R=(x, 0) B

A

<latexit sha1_base64="KbrZXN7VpCe7SW0Cg8BSD3jPld8="></latexit>

Lunghezza:p
x2 + A2 +

p
(B � x)2 + B2 := f(x), x 2 [0, B]



(a, A)

(b,B)

La Brachistòcrona

<latexit sha1_base64="5GhBPAGqFvhxcCgBbZOHt/PVzC8="></latexit>x



Quale curva y(x) che congiunge i 
punti (a, A) and (b, B) minimizza il 

tempo di discesa?
( = la brachistòcrona)

(a, A)

(b,B)

La Brachistòcrona

<latexit sha1_base64="5GhBPAGqFvhxcCgBbZOHt/PVzC8="></latexit>x



Quale curva y(x) che congiunge i 
punti (a, A) and (b, B) minimizza il 

tempo di discesa?
( = la brachistòcrona)

(a, A)

(b,B)

La Brachistòcrona

<latexit sha1_base64="5GhBPAGqFvhxcCgBbZOHt/PVzC8="></latexit>x



Quale curva y(x) che congiunge i 
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Quale curva y(x) che congiunge i 
punti (a, A) and (b, B) minimizza il 

tempo di discesa?
( = la brachistòcrona)

Si vuole minimizzare

tra tutte le curve y(x) che soddisfano y(a) = A, y(b) = B
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Il calcolo delle variazioni

L’incongnita è una funzione/curva: ottimizzazione sulle curve

Leonhard Euler

1707-1783

(mat + fis. mat + ing. mecc) 
    

1
3

• non vedente dal 1771
• una pubblicazione a settimana nel 1775
•13 figli (solo 5 sopravvissero)

• 800 pubblicazioni (+ corrispondenze)
• Tra il 1725 e il 1800, Eulero =
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A)  1 + 1/4 + 1/9 + 1/16 + … + 1/k +...  = π/6 2 2

B)  e    =  -1πi

C)  Equazione di Eulero in ottimizzazione sulle curve

= calcolo delle variazioni

Tre equazioni nella carriera di Eulero
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1755, descrivendo il 
metodo delle variazioni
• Eulero chiama 
l’argomento in suo 
onore: Calcolo delle 
Variazioni
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Normale e Polytechnique

• Sotto Napoleone :            
senatore, Légion d’honneur

• Il suo ‘più grande tesoro’ :  
la sua giovane moglie, che 
sposa a 56 anni

• Muore a  Parigi nel 1813 
all’età di 77 anni

•Dopo 20 anni a Berlino, 
diventa Accademico a  Parigi 
nel 1786
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Cosa intendiamo con soluzione?

La soluzione di Goldschmidt 
(1831)

x(t)



Il problema di Lagrange della colonna
Determinare la curva che ruotando 
attorno all’asse verticale genera una 
colonna di efficienza massima a parità di 
volume


                                             Lagrange (1770) Sur la figure des colonnes
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(L’analisi conteneva un errore, che ha confermato la sua intuizione).
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Il restauro degli affreschi di Mantegna

• Affreschi in una cappella della chiesa degli Eremitani distrutti da bombardamento 

• 80 mila pezzi molto piccoli  (5-6 cm2) in 113 casse 

• Individuazioni di procedimenti matematici basati su metodi di ottimizzazioni per:

a)  identificazione di due immagini indipendentemente dalla mutua rotazione 
e altrettanto efficiente nell’ignorare distorsioni e disturbi 

b) recuperare la cromia delle lacune a partire dal colore dei frammenti e dai 
livelli di grigio delle parti mancanti: matematica simile a quella della 
diffusione del calore



https://webmagazine.unitn.it/eventi/22997/quando-la-matematica-salva-un-mantegna
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Studiamo
Ricordiamo: è la superficie di metallo  

utilizzata per una scatola cilindrica di  

raggio R e volume fissato pari a 880 cm3
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Studiamo
Ricordiamo: è la superficie di metallo  

utilizzata per una scatola cilindrica di  

raggio R e volume fissato pari a 880 cm3

<latexit sha1_base64="ewNYeUZkGC6t+HP6AYO0akkvqvA="></latexit>

= 0 ,
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f(R)

<latexit sha1_base64="LXgcI5oc5yUV44sQOhjrrqwqIi0="></latexit>

f 0(R) = �
1760

R2
+ 4⇡R

<latexit sha1_base64="hS8gNhBua26ra+U5otEy0UnGxLY="></latexit>

f(R) =
1760

R
+ 2⇡R2, R > 0

<latexit sha1_base64="FwMrGoDlOt77prg32jAOU/4KEJ0="></latexit>

R = 2 3

r
55

⇡
<latexit sha1_base64="M+7fiHlehkLRYZtmKY3Zdf4mmyc="></latexit>

= 5.19319 ⇡ 5.19…

5.19



Studiamo
Ricordiamo: è la superficie di metallo  

utilizzata per una scatola cilindrica di  

raggio R e volume fissato pari a 880 cm3

<latexit sha1_base64="ewNYeUZkGC6t+HP6AYO0akkvqvA="></latexit>

= 0 ,

2 4 6 8 10 12 14
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<latexit sha1_base64="LXgcI5oc5yUV44sQOhjrrqwqIi0="></latexit>

f 0(R) = �
1760

R2
+ 4⇡R

<latexit sha1_base64="hS8gNhBua26ra+U5otEy0UnGxLY="></latexit>

f(R) =
1760

R
+ 2⇡R2, R > 0

<latexit sha1_base64="FwMrGoDlOt77prg32jAOU/4KEJ0="></latexit>

R = 2 3

r
55

⇡
<latexit sha1_base64="M+7fiHlehkLRYZtmKY3Zdf4mmyc="></latexit>

= 5.19319 ⇡ 5.19

<latexit sha1_base64="F0GUCd2U0grGdkeDvOAUPaeKjdc="></latexit>

R ⇡ 5.2, h =
880

⇡R2
= 4 3

r
55

⇡
= 10.386... ⇡ 10.4Viene 

…

5.19



Abbiamo trovato R = 5.2, h = 10.4



Tuttavia in realtà….

Abbiamo trovato R = 5.2, h = 10.4

<latexit sha1_base64="KXpnNExweP3ToIDV5Tv99oW4cFo="></latexit>

R = 4.9



Tuttavia in realtà….

?

Abbiamo trovato R = 5.2, h = 10.4

<latexit sha1_base64="KXpnNExweP3ToIDV5Tv99oW4cFo="></latexit>

R = 4.9
<latexit sha1_base64="PyGlX+qbulJMw9LGGE6qMPVkSTg="></latexit>

h = 11.7



Gli scarti nella produzione dei dischi…

Metodo 1



Gli scarti nella produzione dei dischi…

Metodo 1

2R

2R



Gli scarti nella produzione dei dischi…

Metodo 1

2R

2R
Per fare un disco: 

<latexit sha1_base64="vMjXGUih/z4Aqk89aYsLf5vozTA="></latexit>

(2R) ⇥ (2R) = 4R2



Gli scarti nella produzione dei dischi…

Metodo 1

2R

2R
Per fare un disco: 

<latexit sha1_base64="vMjXGUih/z4Aqk89aYsLf5vozTA="></latexit>

(2R) ⇥ (2R) = 4R2

Percentuale di scarto per disco:



Gli scarti nella produzione dei dischi…

Metodo 1

2R

2R
Per fare un disco: 

<latexit sha1_base64="vMjXGUih/z4Aqk89aYsLf5vozTA="></latexit>

(2R) ⇥ (2R) = 4R2

Percentuale di scarto per disco:

<latexit sha1_base64="V+VHEd496kTiyAiSORJAmz+27BU="></latexit>

4R2 � ⇡R2

4R2
=

4 � ⇡

4
⇡ 21.5%



Metodo 2



Metodo 2

Area esagono:



Metodo 2

R

Area esagono:

<latexit sha1_base64="+tmOtuqli9wfYlb+9F6VDlvkj8g="></latexit>

30�



Metodo 2

R

<latexit sha1_base64="ukiNlyV3B9900WIN6CsmaauWnVY="></latexit>

2R
p
3

Area esagono:

<latexit sha1_base64="+tmOtuqli9wfYlb+9F6VDlvkj8g="></latexit>

30�



Metodo 2

R

<latexit sha1_base64="ukiNlyV3B9900WIN6CsmaauWnVY="></latexit>

2R
p
3

<latexit sha1_base64="IHvo7ouOLoboHnK95B+AmkrDgGo="></latexit>

6 ⇥
✓

R
p
3
⇥ R

◆
= 2

p
3R2Area esagono:

<latexit sha1_base64="+tmOtuqli9wfYlb+9F6VDlvkj8g="></latexit>

30�



Metodo 2

R

<latexit sha1_base64="ukiNlyV3B9900WIN6CsmaauWnVY="></latexit>

2R
p
3

<latexit sha1_base64="IHvo7ouOLoboHnK95B+AmkrDgGo="></latexit>

6 ⇥
✓

R
p
3
⇥ R

◆
= 2

p
3R2Area esagono:

Percentuale scarto:

<latexit sha1_base64="+tmOtuqli9wfYlb+9F6VDlvkj8g="></latexit>

30�



Metodo 2

R

<latexit sha1_base64="ukiNlyV3B9900WIN6CsmaauWnVY="></latexit>

2R
p
3

<latexit sha1_base64="IHvo7ouOLoboHnK95B+AmkrDgGo="></latexit>

6 ⇥
✓

R
p
3
⇥ R

◆
= 2

p
3R2Area esagono:

Percentuale scarto:

<latexit sha1_base64="eJTwwFZj0MfQGjs2za7J7IS6ww0="></latexit>

2
p
3R2 � ⇡R2

2
p
3R2

=
2
p
3 � ⇡

2
p
3

<latexit sha1_base64="+tmOtuqli9wfYlb+9F6VDlvkj8g="></latexit>

30�



Metodo 2

R

<latexit sha1_base64="ukiNlyV3B9900WIN6CsmaauWnVY="></latexit>

2R
p
3

<latexit sha1_base64="IHvo7ouOLoboHnK95B+AmkrDgGo="></latexit>

6 ⇥
✓

R
p
3
⇥ R

◆
= 2

p
3R2Area esagono:

Percentuale scarto:

<latexit sha1_base64="eJTwwFZj0MfQGjs2za7J7IS6ww0="></latexit>

2
p
3R2 � ⇡R2

2
p
3R2

=
2
p
3 � ⇡

2
p
3

<latexit sha1_base64="uPIOezOx8qDzaFwjgbMSXhCuQyc="></latexit>

⇡ 9.3%

Problema:  
il metodo funziona 

se la striscia metallica è 
illimitata sulle due direzioni

<latexit sha1_base64="+tmOtuqli9wfYlb+9F6VDlvkj8g="></latexit>

30�



Metodo 3 (industriale)



Metodo 3 (industriale)
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Metodo 3 (industriale)
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?
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Metodo 3 (industriale)

<latexit sha1_base64="ebZQI9UZZy9HZH4Bg2J0XBaTCZ4="></latexit>
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R

R

RR



Metodo 3 (industriale)

<latexit sha1_base64="ebZQI9UZZy9HZH4Bg2J0XBaTCZ4="></latexit>

8 ⇥ (2R)

?

R

R
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<latexit sha1_base64="QLyHOkqJ90O6ylR8kY0POBOPaQo="></latexit>

R
p
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Metodo 3 (industriale)

<latexit sha1_base64="ebZQI9UZZy9HZH4Bg2J0XBaTCZ4="></latexit>

8 ⇥ (2R)
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R

R
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<latexit sha1_base64="QLyHOkqJ90O6ylR8kY0POBOPaQo="></latexit>
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3

<latexit sha1_base64="C/9hpNG4EoJ0b8lSXjJqFBF4xUY="></latexit>

2R + R
p
3





<latexit sha1_base64="9hk2XACeyzEQC8ujNZj+ABjUosw="></latexit>

16R



<latexit sha1_base64="C/9hpNG4EoJ0b8lSXjJqFBF4xUY="></latexit> 2
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+
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<latexit sha1_base64="C/9hpNG4EoJ0b8lSXjJqFBF4xUY="></latexit> 2
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+
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16R

<latexit sha1_base64="PeQADoO1kQf8445fGKUJx7ruVFg="></latexit>

(2R + R
p
3) ⇥ 16R = 16R2

⇣p
3 + 2

⌘
Area:



<latexit sha1_base64="C/9hpNG4EoJ0b8lSXjJqFBF4xUY="></latexit> 2
R

+
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3

<latexit sha1_base64="9hk2XACeyzEQC8ujNZj+ABjUosw="></latexit>

16R

Percentuale scarto :

<latexit sha1_base64="PeQADoO1kQf8445fGKUJx7ruVFg="></latexit>

(2R + R
p
3) ⇥ 16R = 16R2

⇣p
3 + 2

⌘
Area:



<latexit sha1_base64="C/9hpNG4EoJ0b8lSXjJqFBF4xUY="></latexit> 2
R
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3

<latexit sha1_base64="9hk2XACeyzEQC8ujNZj+ABjUosw="></latexit>

16R

Percentuale scarto :
<latexit sha1_base64="wajmPvtDC2UVG8m27a+op99mRpw="></latexit>
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p
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p
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<latexit sha1_base64="C/9hpNG4EoJ0b8lSXjJqFBF4xUY="></latexit> 2
R

+
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3

<latexit sha1_base64="9hk2XACeyzEQC8ujNZj+ABjUosw="></latexit>

16R

Percentuale scarto :
<latexit sha1_base64="wajmPvtDC2UVG8m27a+op99mRpw="></latexit>

(2R + R
p
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p
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p
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(2R + R
p
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⇣p
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⌘
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<latexit sha1_base64="C/9hpNG4EoJ0b8lSXjJqFBF4xUY="></latexit> 2
R

+
R
p
3

<latexit sha1_base64="9hk2XACeyzEQC8ujNZj+ABjUosw="></latexit>

16R

Percentuale scarto :
<latexit sha1_base64="wajmPvtDC2UVG8m27a+op99mRpw="></latexit>

(2R + R
p
3) ⇥ (16R) � 16⇡R2

(2R + R
p
3) ⇥ (16R)

<latexit sha1_base64="oAOEavS23cckQ/7FG+SdJqlSiBw="></latexit>

=
(2 +

p
3) � ⇡

2 +
p
3

<latexit sha1_base64="uwXl9O/M/5RdF3DadeZKGQ/MiI4="></latexit>

⇡ 15.8%

<latexit sha1_base64="PeQADoO1kQf8445fGKUJx7ruVFg="></latexit>

(2R + R
p
3) ⇥ 16R = 16R2

⇣p
3 + 2

⌘
Area:



<latexit sha1_base64="C/9hpNG4EoJ0b8lSXjJqFBF4xUY="></latexit> 2
R

+
R
p
3

<latexit sha1_base64="9hk2XACeyzEQC8ujNZj+ABjUosw="></latexit>

16R

Percentuale scarto :
<latexit sha1_base64="wajmPvtDC2UVG8m27a+op99mRpw="></latexit>

(2R + R
p
3) ⇥ (16R) � 16⇡R2

(2R + R
p
3) ⇥ (16R)

<latexit sha1_base64="oAOEavS23cckQ/7FG+SdJqlSiBw="></latexit>

=
(2 +

p
3) � ⇡

2 +
p
3

<latexit sha1_base64="uwXl9O/M/5RdF3DadeZKGQ/MiI4="></latexit>

⇡ 15.8%

Superficie di metallo per 1 disco:
<latexit sha1_base64="lIQi0JnMKCxlGYbTcJQyAr4SlXI="></latexit>

R2
⇣p

3 + 2
⌘

<latexit sha1_base64="PeQADoO1kQf8445fGKUJx7ruVFg="></latexit>

(2R + R
p
3) ⇥ 16R = 16R2

⇣p
3 + 2

⌘
Area:

<latexit sha1_base64="uN2eugqkbnq4uGP85KCr0CiRcrQ="></latexit>

⇡ 3.73R2



Metodo 1: percentuale di scarto 21.5%

Metodo 2: <10% ma serve larghezza e lunghezza illimitata

Metodo 3: 15.8% ed è compatibile con il sistema di produzione

per fare un disco si usa una superficie di  
<latexit sha1_base64="gh3V48sxm/RztkoiqmwpF7+z2gY="></latexit>

(2 +
p
3)R2

Gli scarti nella produzione dei dischi: riassunto



Area effettivamente utilizzata per la confezione di caffè:

Una nuova funzione da studiare



Area effettivamente utilizzata per la confezione di caffè:

Superficie cilindro laterale + superficie (scarto incluso) per base e coperchio

Una nuova funzione da studiare



Area effettivamente utilizzata per la confezione di caffè:

Superficie cilindro laterale + superficie (scarto incluso) per base e coperchio

<latexit sha1_base64="pWLZeykmKhM0Np0HO1zc9U2EHU8="></latexit>

(2⇡R)h = (2⇡R)
880

⇡R2
=

1760

R

Una nuova funzione da studiare



Area effettivamente utilizzata per la confezione di caffè:

Superficie cilindro laterale + superficie (scarto incluso) per base e coperchio

<latexit sha1_base64="pWLZeykmKhM0Np0HO1zc9U2EHU8="></latexit>

(2⇡R)h = (2⇡R)
880

⇡R2
=

1760

R

<latexit sha1_base64="e2ajXq6vKCTuQXlOHDZ3jR+XVjI="></latexit>

+
<latexit sha1_base64="to1/jBZcza9pvozd4KrsIWWAAks="></latexit>

2R2(
p
3 + 2)

Una nuova funzione da studiare



Area effettivamente utilizzata per la confezione di caffè:

Superficie cilindro laterale + superficie (scarto incluso) per base e coperchio

<latexit sha1_base64="pWLZeykmKhM0Np0HO1zc9U2EHU8="></latexit>

(2⇡R)h = (2⇡R)
880

⇡R2
=

1760

R

<latexit sha1_base64="e2ajXq6vKCTuQXlOHDZ3jR+XVjI="></latexit>

+
<latexit sha1_base64="to1/jBZcza9pvozd4KrsIWWAAks="></latexit>

2R2(
p
3 + 2)

<latexit sha1_base64="+1jUtOmwJJ0xddwrqmmbJ66J7BA="></latexit>

g(R) =
1760

R
+ 2R2(

p
3 + 2)

Una nuova funzione da studiare



<latexit sha1_base64="+1jUtOmwJJ0xddwrqmmbJ66J7BA="></latexit>

g(R) =
1760

R
+ 2R2(

p
3 + 2)



<latexit sha1_base64="+1jUtOmwJJ0xddwrqmmbJ66J7BA="></latexit>

g(R) =
1760

R
+ 2R2(

p
3 + 2)

Ricordiamo: è la superficie di metallo  

utilizzata per una scatola cilindrica  

(SCARTO INCLUSO) di  

raggio R e volume fissato pari a 880 cm3 
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Ricordiamo: è la superficie di metallo  

utilizzata per una scatola cilindrica  

(SCARTO INCLUSO) di  

raggio R e volume fissato pari a 880 cm3 
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<latexit sha1_base64="+1jUtOmwJJ0xddwrqmmbJ66J7BA="></latexit>

g(R) =
1760

R
+ 2R2(

p
3 + 2)

4.9

<latexit sha1_base64="eOdJZ8L0Gauuy7AkdTi4OKXc+z0="></latexit>⇡ 4.9Minimo in 

<latexit sha1_base64="AfM4B+wsiCQUxpWpT2lf44pQrUE="></latexit>

R = R0 := 2 3

s
55

p
3 + 2

Ricordiamo: è la superficie di metallo  

utilizzata per una scatola cilindrica  

(SCARTO INCLUSO) di  

raggio R e volume fissato pari a 880 cm3 
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<latexit sha1_base64="+1jUtOmwJJ0xddwrqmmbJ66J7BA="></latexit>

g(R) =
1760

R
+ 2R2(

p
3 + 2)

4.9

<latexit sha1_base64="eOdJZ8L0Gauuy7AkdTi4OKXc+z0="></latexit>⇡ 4.9Minimo in 

<latexit sha1_base64="AfM4B+wsiCQUxpWpT2lf44pQrUE="></latexit>

R = R0 := 2 3

s
55

p
3 + 2

<latexit sha1_base64="NUuhgc4iYCxmHCFT4pqweTCGfa0="></latexit>

h =
880

⇡R2
0

=
4 3p55(

p
3+2)

2/3

⇡

Ricordiamo: è la superficie di metallo  

utilizzata per una scatola cilindrica  

(SCARTO INCLUSO) di  

raggio R e volume fissato pari a 880 cm3 
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Superficie di metallo usata: 
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R0
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p
3 + 2)

<latexit sha1_base64="BxOG8CQjeOSJWdKZA50FKwk1S1E="></latexit>

⇡ 538cm2

Ricordiamo: è la superficie di metallo  

utilizzata per una scatola cilindrica  

(SCARTO INCLUSO) di  

raggio R e volume fissato pari a 880 cm3 



<latexit sha1_base64="KXpnNExweP3ToIDV5Tv99oW4cFo="></latexit>

R = 4.9
<latexit sha1_base64="PyGlX+qbulJMw9LGGE6qMPVkSTg="></latexit>

h = 11.7
Conclusione



<latexit sha1_base64="KXpnNExweP3ToIDV5Tv99oW4cFo="></latexit>

R = 4.9
<latexit sha1_base64="PyGlX+qbulJMw9LGGE6qMPVkSTg="></latexit>

h = 11.7
Conclusione

valori teorici: R= 4.9, h= 11.65: COINCIDONO !



ma…non era meglio una scatola a forma di parallelepipedo?
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880

xy

<latexit sha1_base64="VdyZs+nthQwIk5raqz7pGkB+M6A="></latexit>
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Superficie:
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Minimo per
<latexit sha1_base64="ye5PunmoopOmAHoeG3Y4P2xzn+Y="></latexit>

x = y = h = 3
p
880 ⇡ 9.58
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S(x, y) = 2(xy + xh + yh) = 2

✓
xy +
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(x + y)
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Viene S=550.1 cm2 

Minimo per
<latexit sha1_base64="ye5PunmoopOmAHoeG3Y4P2xzn+Y="></latexit>

x = y = h = 3
p
880 ⇡ 9.58
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S(x, y) = 2(xy + xh + yh) = 2

✓
xy +
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(x + y)
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Viene S=550.1 cm2 

Solo 2.3% in più rispetto  

al caso del cilindro 538 cm2

Minimo per
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x = y = h = 3
p
880 ⇡ 9.58



Frattali



il fiocco di Koch
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F2
<latexit sha1_base64="IIucrZ0fOSVqRcVgqYTmiOZIepI="></latexit>

F3

Il fiocco di Koch è il “limite” di queste “curve”…



<latexit sha1_base64="T9H+uqxKBTFSOROPkB6kQHFnavk="></latexit>

F0

<latexit sha1_base64="y/fp0mxwRwQc4U3KB7IGBxvIj5A="></latexit>

F1

<latexit sha1_base64="42gxgXETM5nkcOY06uqYUdd8Q+A="></latexit>

F2
<latexit sha1_base64="IIucrZ0fOSVqRcVgqYTmiOZIepI="></latexit>

F3

Il fiocco di Koch è il “limite” di queste “curve”…



<latexit sha1_base64="T9H+uqxKBTFSOROPkB6kQHFnavk="></latexit>

F0

<latexit sha1_base64="y/fp0mxwRwQc4U3KB7IGBxvIj5A="></latexit>

F1

<latexit sha1_base64="42gxgXETM5nkcOY06uqYUdd8Q+A="></latexit>

F2
<latexit sha1_base64="IIucrZ0fOSVqRcVgqYTmiOZIepI="></latexit>

F3

Il fiocco di Koch è il “limite” di queste “curve”…



<latexit sha1_base64="T9H+uqxKBTFSOROPkB6kQHFnavk="></latexit>

F0

<latexit sha1_base64="y/fp0mxwRwQc4U3KB7IGBxvIj5A="></latexit>

F1

<latexit sha1_base64="42gxgXETM5nkcOY06uqYUdd8Q+A="></latexit>

F2
<latexit sha1_base64="IIucrZ0fOSVqRcVgqYTmiOZIepI="></latexit>

F3

Il fiocco di Koch è il “limite” di queste “curve”…



<latexit sha1_base64="T9H+uqxKBTFSOROPkB6kQHFnavk="></latexit>

F0

<latexit sha1_base64="y/fp0mxwRwQc4U3KB7IGBxvIj5A="></latexit>

F1

<latexit sha1_base64="42gxgXETM5nkcOY06uqYUdd8Q+A="></latexit>

F2
<latexit sha1_base64="IIucrZ0fOSVqRcVgqYTmiOZIepI="></latexit>

F3

Il fiocco di Koch è il “limite” di queste “curve”…



<latexit sha1_base64="T9H+uqxKBTFSOROPkB6kQHFnavk="></latexit>

F0

<latexit sha1_base64="y/fp0mxwRwQc4U3KB7IGBxvIj5A="></latexit>

F1

<latexit sha1_base64="42gxgXETM5nkcOY06uqYUdd8Q+A="></latexit>

F2
<latexit sha1_base64="IIucrZ0fOSVqRcVgqYTmiOZIepI="></latexit>

F3

Il fiocco di Koch è il “limite” di queste “curve”…



Perimetro del fiocco di Koch
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Quant’è lunga la costa della Bretagne? Lunghezza infinita?

Come la Bretagne, il 
dominio racchiuso dalla 
curva di Koch ha area 
finita: infatti essa è 
racchiusa da un disco!

L’area della curva di 
Koch vale 0
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Dimensione del fiocco di Koch ?

1) La lente che misura le lunghezze  dei segmenti (dim=1) la vede infinita

2) La lente che misura le aree  dei rettangolo (dim=2) la vede nulla
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<latexit sha1_base64="OI3ARY/BvWSwo1o6al1c41ePcEY="></latexit>

�1: misura 1-dimensionale
<latexit sha1_base64="7hdgCcY6V68yMnk/8+trL0L9vs0="></latexit>
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<latexit sha1_base64="yyl6z6x1GtILeWM2mjZHz7L+K9Y="></latexit>

�0: misura 0-dimensionale (che conta i punti): �0({A1, ..., An}) = n.
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�1([a, b]) = b � a
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�2 : misura 2-dimensionale (area)
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<latexit sha1_base64="OI3ARY/BvWSwo1o6al1c41ePcEY="></latexit>
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<latexit sha1_base64="7hdgCcY6V68yMnk/8+trL0L9vs0="></latexit>

�1([a, b]) = b � a
<latexit sha1_base64="gdZMhK8/x2MyJNObUW/W9q/iDxc="></latexit>

�2 : misura 2-dimensionale (area)

Proprietà (d = 0, 1 o 2)
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�2 : misura 2-dimensionale (area)
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A <latexit sha1_base64="lUZfmd3O69CUduaDL6GMiAUzpi0="></latexit>
B
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1) Se A,B sono disgiunti allora �d(A [ B) = �d(A) + �d(B)
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�2(A) = Area di A ⇢ R2



Come funziona la misura in dimensione d = 0, 1, 2?

<latexit sha1_base64="OI3ARY/BvWSwo1o6al1c41ePcEY="></latexit>

�1: misura 1-dimensionale
<latexit sha1_base64="7hdgCcY6V68yMnk/8+trL0L9vs0="></latexit>

�1([a, b]) = b � a
<latexit sha1_base64="gdZMhK8/x2MyJNObUW/W9q/iDxc="></latexit>

�2 : misura 2-dimensionale (area)

Proprietà (d = 0, 1 o 2)

<latexit sha1_base64="/HmFCivEqJ94QGVOw+r69nqQMVE="></latexit>

A <latexit sha1_base64="lUZfmd3O69CUduaDL6GMiAUzpi0="></latexit>
B

<latexit sha1_base64="5PnAi4ZyR/uvGJFoFInjwI1NfG0="></latexit>

1) Se A,B sono disgiunti allora �d(A [ B) = �d(A) + �d(B)

<latexit sha1_base64="mPpWa4ixvsSDf6J7bvZrWnIdVFA="></latexit>

2) Se f è isometria allora �d(f(A)) = �d(A)

<latexit sha1_base64="yyl6z6x1GtILeWM2mjZHz7L+K9Y="></latexit>

�0: misura 0-dimensionale (che conta i punti): �0({A1, ..., An}) = n.

<latexit sha1_base64="LoC28fHAxQMQoo8ZuAEPJiNDCjY="></latexit>

3) Se a, b 2 R, b > 0 allora �d(a + bA) = bd�d(A).

<latexit sha1_base64="na/X6LZVzmVXfCr7YIp1ZY94/z8="></latexit>

�2(A) = Area di A ⇢ R2



Come funziona la misura in dimensione d = 0, 1, 2?

<latexit sha1_base64="OI3ARY/BvWSwo1o6al1c41ePcEY="></latexit>

�1: misura 1-dimensionale
<latexit sha1_base64="7hdgCcY6V68yMnk/8+trL0L9vs0="></latexit>

�1([a, b]) = b � a
<latexit sha1_base64="gdZMhK8/x2MyJNObUW/W9q/iDxc="></latexit>

�2 : misura 2-dimensionale (area)

Proprietà (d = 0, 1 o 2)

<latexit sha1_base64="/HmFCivEqJ94QGVOw+r69nqQMVE="></latexit>

A <latexit sha1_base64="lUZfmd3O69CUduaDL6GMiAUzpi0="></latexit>
B

<latexit sha1_base64="5PnAi4ZyR/uvGJFoFInjwI1NfG0="></latexit>

1) Se A,B sono disgiunti allora �d(A [ B) = �d(A) + �d(B)

<latexit sha1_base64="mPpWa4ixvsSDf6J7bvZrWnIdVFA="></latexit>

2) Se f è isometria allora �d(f(A)) = �d(A)

<latexit sha1_base64="yyl6z6x1GtILeWM2mjZHz7L+K9Y="></latexit>

�0: misura 0-dimensionale (che conta i punti): �0({A1, ..., An}) = n.

<latexit sha1_base64="LoC28fHAxQMQoo8ZuAEPJiNDCjY="></latexit>

3) Se a, b 2 R, b > 0 allora �d(a + bA) = bd�d(A).
1

3

1

<latexit sha1_base64="na/X6LZVzmVXfCr7YIp1ZY94/z8="></latexit>

�2(A) = Area di A ⇢ R2
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G4

<latexit sha1_base64="EKx5n7sUHU8ZFyUCJmRFHcByF5E="></latexit>

G <latexit sha1_base64="ejqR/HtkEX3VpAwmX8r3JTiKD94="></latexit>G = G1 [ G2 [ G3 [ G4

<latexit sha1_base64="N64MtXszHhar7zSY6Qtn7KAiwaY="></latexit>

0

<latexit sha1_base64="LxrSeUGS+JERzqCBvjhf7sbZeA0="></latexit>

G1 =
1

3
G



Dimensione del fiocco di Koch

<latexit sha1_base64="EKx5n7sUHU8ZFyUCJmRFHcByF5E="></latexit>

G
<latexit sha1_base64="VUQ8uY4IGfGaAB6qOYl91tRtOHY="></latexit>

G1

<latexit sha1_base64="QKCo83INm3gjZKmB3WI53XD6lIc="></latexit>

G2
<latexit sha1_base64="4pkksSmAXzosK7fRLKNtQ6QrGeE="></latexit>

G3

<latexit sha1_base64="3hVcTBbgNEL/qruOB8CB13gQ6tk="></latexit>

G4

<latexit sha1_base64="EKx5n7sUHU8ZFyUCJmRFHcByF5E="></latexit>

G <latexit sha1_base64="ejqR/HtkEX3VpAwmX8r3JTiKD94="></latexit>G = G1 [ G2 [ G3 [ G4
<latexit sha1_base64="FiyU0nAFDoXwQcX9RSEOHzHf6O8="></latexit>

G1 =
G

3

<latexit sha1_base64="K8bAqI2cXURubxhoerriIoKEU8A="></latexit>

G2, G3, G4 isometrici a G1



Dimensione del fiocco di Koch

<latexit sha1_base64="EKx5n7sUHU8ZFyUCJmRFHcByF5E="></latexit>

G
<latexit sha1_base64="VUQ8uY4IGfGaAB6qOYl91tRtOHY="></latexit>

G1

<latexit sha1_base64="QKCo83INm3gjZKmB3WI53XD6lIc="></latexit>

G2
<latexit sha1_base64="4pkksSmAXzosK7fRLKNtQ6QrGeE="></latexit>

G3

<latexit sha1_base64="3hVcTBbgNEL/qruOB8CB13gQ6tk="></latexit>

G4

<latexit sha1_base64="EKx5n7sUHU8ZFyUCJmRFHcByF5E="></latexit>

G <latexit sha1_base64="ejqR/HtkEX3VpAwmX8r3JTiKD94="></latexit>G = G1 [ G2 [ G3 [ G4

<latexit sha1_base64="p0BxtymxAuM4uacuF9b97/zFXvI="></latexit>

Supponiamo dim G = d � 0 e �d(G) > 0, �d con proprietà delle misure.

<latexit sha1_base64="FiyU0nAFDoXwQcX9RSEOHzHf6O8="></latexit>

G1 =
G

3

<latexit sha1_base64="K8bAqI2cXURubxhoerriIoKEU8A="></latexit>

G2, G3, G4 isometrici a G1



Dimensione del fiocco di Koch

<latexit sha1_base64="EKx5n7sUHU8ZFyUCJmRFHcByF5E="></latexit>

G
<latexit sha1_base64="VUQ8uY4IGfGaAB6qOYl91tRtOHY="></latexit>

G1

<latexit sha1_base64="QKCo83INm3gjZKmB3WI53XD6lIc="></latexit>

G2
<latexit sha1_base64="4pkksSmAXzosK7fRLKNtQ6QrGeE="></latexit>

G3

<latexit sha1_base64="3hVcTBbgNEL/qruOB8CB13gQ6tk="></latexit>

G4

<latexit sha1_base64="EKx5n7sUHU8ZFyUCJmRFHcByF5E="></latexit>

G <latexit sha1_base64="ejqR/HtkEX3VpAwmX8r3JTiKD94="></latexit>G = G1 [ G2 [ G3 [ G4

<latexit sha1_base64="1x4jAJPEKQ9mgLktocfU7WtRpaA="></latexit>

�d(G) = �d(G1) + �d(G2) + �d(G3) + �d(G4)

<latexit sha1_base64="p0BxtymxAuM4uacuF9b97/zFXvI="></latexit>

Supponiamo dim G = d � 0 e �d(G) > 0, �d con proprietà delle misure.

<latexit sha1_base64="FiyU0nAFDoXwQcX9RSEOHzHf6O8="></latexit>

G1 =
G

3

<latexit sha1_base64="K8bAqI2cXURubxhoerriIoKEU8A="></latexit>

G2, G3, G4 isometrici a G1



Dimensione del fiocco di Koch

<latexit sha1_base64="EKx5n7sUHU8ZFyUCJmRFHcByF5E="></latexit>

G
<latexit sha1_base64="VUQ8uY4IGfGaAB6qOYl91tRtOHY="></latexit>

G1

<latexit sha1_base64="QKCo83INm3gjZKmB3WI53XD6lIc="></latexit>

G2
<latexit sha1_base64="4pkksSmAXzosK7fRLKNtQ6QrGeE="></latexit>

G3

<latexit sha1_base64="3hVcTBbgNEL/qruOB8CB13gQ6tk="></latexit>

G4

<latexit sha1_base64="EKx5n7sUHU8ZFyUCJmRFHcByF5E="></latexit>

G <latexit sha1_base64="ejqR/HtkEX3VpAwmX8r3JTiKD94="></latexit>G = G1 [ G2 [ G3 [ G4

<latexit sha1_base64="1x4jAJPEKQ9mgLktocfU7WtRpaA="></latexit>

�d(G) = �d(G1) + �d(G2) + �d(G3) + �d(G4)

<latexit sha1_base64="p0BxtymxAuM4uacuF9b97/zFXvI="></latexit>

Supponiamo dim G = d � 0 e �d(G) > 0, �d con proprietà delle misure.

<latexit sha1_base64="FiyU0nAFDoXwQcX9RSEOHzHf6O8="></latexit>

G1 =
G

3

<latexit sha1_base64="K8bAqI2cXURubxhoerriIoKEU8A="></latexit>

G2, G3, G4 isometrici a G1

<latexit sha1_base64="uceNx7KiNx/s3HsAkEyPH8MxnkQ="></latexit>

�d(G4) = �d(G3) = �d(G2) = �d(G1)



Dimensione del fiocco di Koch

<latexit sha1_base64="EKx5n7sUHU8ZFyUCJmRFHcByF5E="></latexit>

G
<latexit sha1_base64="VUQ8uY4IGfGaAB6qOYl91tRtOHY="></latexit>

G1

<latexit sha1_base64="QKCo83INm3gjZKmB3WI53XD6lIc="></latexit>

G2
<latexit sha1_base64="4pkksSmAXzosK7fRLKNtQ6QrGeE="></latexit>

G3

<latexit sha1_base64="3hVcTBbgNEL/qruOB8CB13gQ6tk="></latexit>

G4

<latexit sha1_base64="EKx5n7sUHU8ZFyUCJmRFHcByF5E="></latexit>

G <latexit sha1_base64="ejqR/HtkEX3VpAwmX8r3JTiKD94="></latexit>G = G1 [ G2 [ G3 [ G4

<latexit sha1_base64="1x4jAJPEKQ9mgLktocfU7WtRpaA="></latexit>

�d(G) = �d(G1) + �d(G2) + �d(G3) + �d(G4)

<latexit sha1_base64="p0BxtymxAuM4uacuF9b97/zFXvI="></latexit>

Supponiamo dim G = d � 0 e �d(G) > 0, �d con proprietà delle misure.

<latexit sha1_base64="FiyU0nAFDoXwQcX9RSEOHzHf6O8="></latexit>

G1 =
G

3

<latexit sha1_base64="K8bAqI2cXURubxhoerriIoKEU8A="></latexit>

G2, G3, G4 isometrici a G1

<latexit sha1_base64="uceNx7KiNx/s3HsAkEyPH8MxnkQ="></latexit>

�d(G4) = �d(G3) = �d(G2) = �d(G1)
<latexit sha1_base64="voJFUqGWMwFWk1Zh8DdLPb0Hzt0="></latexit>

= �d

�
1
3
G
�



Dimensione del fiocco di Koch

<latexit sha1_base64="EKx5n7sUHU8ZFyUCJmRFHcByF5E="></latexit>

G
<latexit sha1_base64="VUQ8uY4IGfGaAB6qOYl91tRtOHY="></latexit>

G1

<latexit sha1_base64="QKCo83INm3gjZKmB3WI53XD6lIc="></latexit>

G2
<latexit sha1_base64="4pkksSmAXzosK7fRLKNtQ6QrGeE="></latexit>

G3

<latexit sha1_base64="3hVcTBbgNEL/qruOB8CB13gQ6tk="></latexit>

G4

<latexit sha1_base64="EKx5n7sUHU8ZFyUCJmRFHcByF5E="></latexit>

G <latexit sha1_base64="ejqR/HtkEX3VpAwmX8r3JTiKD94="></latexit>G = G1 [ G2 [ G3 [ G4

<latexit sha1_base64="1x4jAJPEKQ9mgLktocfU7WtRpaA="></latexit>

�d(G) = �d(G1) + �d(G2) + �d(G3) + �d(G4)

<latexit sha1_base64="p0BxtymxAuM4uacuF9b97/zFXvI="></latexit>

Supponiamo dim G = d � 0 e �d(G) > 0, �d con proprietà delle misure.

<latexit sha1_base64="FiyU0nAFDoXwQcX9RSEOHzHf6O8="></latexit>

G1 =
G

3

<latexit sha1_base64="K8bAqI2cXURubxhoerriIoKEU8A="></latexit>

G2, G3, G4 isometrici a G1

<latexit sha1_base64="uceNx7KiNx/s3HsAkEyPH8MxnkQ="></latexit>

�d(G4) = �d(G3) = �d(G2) = �d(G1)
<latexit sha1_base64="voJFUqGWMwFWk1Zh8DdLPb0Hzt0="></latexit>

= �d

�
1
3
G
� <latexit sha1_base64="3nxIbgM8EU7q4DwkEha+VbdnGSA="></latexit>
=

�
1
3

�d
�d(G)



Dimensione del fiocco di Koch

<latexit sha1_base64="EKx5n7sUHU8ZFyUCJmRFHcByF5E="></latexit>

G
<latexit sha1_base64="VUQ8uY4IGfGaAB6qOYl91tRtOHY="></latexit>

G1

<latexit sha1_base64="QKCo83INm3gjZKmB3WI53XD6lIc="></latexit>

G2
<latexit sha1_base64="4pkksSmAXzosK7fRLKNtQ6QrGeE="></latexit>

G3

<latexit sha1_base64="3hVcTBbgNEL/qruOB8CB13gQ6tk="></latexit>

G4

<latexit sha1_base64="EKx5n7sUHU8ZFyUCJmRFHcByF5E="></latexit>

G <latexit sha1_base64="ejqR/HtkEX3VpAwmX8r3JTiKD94="></latexit>G = G1 [ G2 [ G3 [ G4

<latexit sha1_base64="1x4jAJPEKQ9mgLktocfU7WtRpaA="></latexit>

�d(G) = �d(G1) + �d(G2) + �d(G3) + �d(G4)

<latexit sha1_base64="p0BxtymxAuM4uacuF9b97/zFXvI="></latexit>

Supponiamo dim G = d � 0 e �d(G) > 0, �d con proprietà delle misure.
<latexit sha1_base64="h8b6+bDRFqpyiQOzp/LXgr81/t4="></latexit>

= 4
�
1
3

�d
�d(G)

<latexit sha1_base64="FiyU0nAFDoXwQcX9RSEOHzHf6O8="></latexit>

G1 =
G

3

<latexit sha1_base64="K8bAqI2cXURubxhoerriIoKEU8A="></latexit>

G2, G3, G4 isometrici a G1

<latexit sha1_base64="uceNx7KiNx/s3HsAkEyPH8MxnkQ="></latexit>

�d(G4) = �d(G3) = �d(G2) = �d(G1)
<latexit sha1_base64="voJFUqGWMwFWk1Zh8DdLPb0Hzt0="></latexit>

= �d

�
1
3
G
� <latexit sha1_base64="3nxIbgM8EU7q4DwkEha+VbdnGSA="></latexit>
=

�
1
3

�d
�d(G)





<latexit sha1_base64="p0BxtymxAuM4uacuF9b97/zFXvI="></latexit>

Supponiamo dim G = d � 0 e �d(G) > 0, �d con proprietà delle misure.



<latexit sha1_base64="gviGGxndo2Y5caBF2laeOlt2cH0="></latexit>

�d(G) = 4
�
1
3

�d
�d(G)

<latexit sha1_base64="p0BxtymxAuM4uacuF9b97/zFXvI="></latexit>

Supponiamo dim G = d � 0 e �d(G) > 0, �d con proprietà delle misure.



<latexit sha1_base64="gviGGxndo2Y5caBF2laeOlt2cH0="></latexit>

�d(G) = 4
�
1
3

�d
�d(G)

<latexit sha1_base64="p0BxtymxAuM4uacuF9b97/zFXvI="></latexit>

Supponiamo dim G = d � 0 e �d(G) > 0, �d con proprietà delle misure.

<latexit sha1_base64="jdNVpRt9qBRQydXUzVC9I9yVUwo="></latexit>

4

3d
= 1



<latexit sha1_base64="gviGGxndo2Y5caBF2laeOlt2cH0="></latexit>

�d(G) = 4
�
1
3

�d
�d(G)

<latexit sha1_base64="p0BxtymxAuM4uacuF9b97/zFXvI="></latexit>

Supponiamo dim G = d � 0 e �d(G) > 0, �d con proprietà delle misure.

<latexit sha1_base64="jdNVpRt9qBRQydXUzVC9I9yVUwo="></latexit>

4

3d
= 1

<latexit sha1_base64="mZhNY1nCYGK1rjFBIVotE0twzR0="></latexit>

3d = 4



<latexit sha1_base64="gviGGxndo2Y5caBF2laeOlt2cH0="></latexit>

�d(G) = 4
�
1
3

�d
�d(G)

<latexit sha1_base64="p0BxtymxAuM4uacuF9b97/zFXvI="></latexit>

Supponiamo dim G = d � 0 e �d(G) > 0, �d con proprietà delle misure.

<latexit sha1_base64="jdNVpRt9qBRQydXUzVC9I9yVUwo="></latexit>

4

3d
= 1

<latexit sha1_base64="mZhNY1nCYGK1rjFBIVotE0twzR0="></latexit>

3d = 4

<latexit sha1_base64="NTSSdas+7HGsEGbq/53JAC3tEZo="></latexit>

d =
log 4

log 3
2]1, 2[



<latexit sha1_base64="gviGGxndo2Y5caBF2laeOlt2cH0="></latexit>

�d(G) = 4
�
1
3

�d
�d(G)

<latexit sha1_base64="p0BxtymxAuM4uacuF9b97/zFXvI="></latexit>

Supponiamo dim G = d � 0 e �d(G) > 0, �d con proprietà delle misure.

<latexit sha1_base64="jdNVpRt9qBRQydXUzVC9I9yVUwo="></latexit>

4

3d
= 1

<latexit sha1_base64="mZhNY1nCYGK1rjFBIVotE0twzR0="></latexit>

3d = 4

<latexit sha1_base64="NTSSdas+7HGsEGbq/53JAC3tEZo="></latexit>

d =
log 4

log 3
2]1, 2[

<latexit sha1_base64="DGUvZY7GV8PcThtZFRU7sq4b1mQ="></latexit>

La curva di Koch ha dimensione d =
log 4

log 3
2]1, 2[



<latexit sha1_base64="gviGGxndo2Y5caBF2laeOlt2cH0="></latexit>

�d(G) = 4
�
1
3

�d
�d(G)

<latexit sha1_base64="p0BxtymxAuM4uacuF9b97/zFXvI="></latexit>

Supponiamo dim G = d � 0 e �d(G) > 0, �d con proprietà delle misure.

<latexit sha1_base64="jdNVpRt9qBRQydXUzVC9I9yVUwo="></latexit>

4

3d
= 1

<latexit sha1_base64="mZhNY1nCYGK1rjFBIVotE0twzR0="></latexit>

3d = 4

<latexit sha1_base64="NTSSdas+7HGsEGbq/53JAC3tEZo="></latexit>

d =
log 4

log 3
2]1, 2[

<latexit sha1_base64="DGUvZY7GV8PcThtZFRU7sq4b1mQ="></latexit>

La curva di Koch ha dimensione d =
log 4

log 3
2]1, 2[

<latexit sha1_base64="Qf3GdpOtuDU8Eh05e+ZuFPUqiBg="></latexit>

frattali:= insiemi di dimensione non intera.



Il MOOC di Matematica di Base 
Carlo Mariconda - Alberto Tonolo 

 Luigi Provenzano



Matematica di base - CISIA



Matematica di base - CISIA



Matematica di base - come trovarlo



CISIA

Matematica di base - come trovarlo



CISIA

Matematica di base - come trovarlo



www.federica.eu/cisia/



Matematica di base



Matematica di base



Matematica di base



Matematica di base



Matematica di base



1. Nozioni di base 
2. Le funzioni 
3. Combinatoria e probabilità 
4. Numeri reali e potenze 
5. Polinomi 
6. Equazioni 
7. Disequazioni 
8. Geometria 
9. Esponenziali e logaritmi 
10. Trigonometria 
11. Equazioni e disequazioni trigonometriche

Matematica di base
11 Lezioni: Syllabus TOLC CISIA



1. Nozioni di base 
2. Le funzioni 
3. Combinatoria e probabilità 
4. Numeri reali e potenze 
5. Polinomi 
6. Equazioni 
7. Disequazioni 
8. Geometria 
9. Esponenziali e logaritmi 
10. Trigonometria 
11. Equazioni e disequazioni trigonometriche

Matematica di base
11 Lezioni: Syllabus TOLC CISIA



Gli autori



Gli autori

Luigi 
Provenzano



In ogni Lezione… •  Breve 
Spiegazione in 
video dei 
concetti







In ogni Lezione… •  Testo con 
spiegazioni ed 
esempi





In ogni Lezione… •Esercizi 
proposti





In ogni Lezione… •Soluzioni in 
video



In ogni Lezione…



In ogni Lezione…
Quiz di autoverifica



Nuovi strumenti: Lightboard “BoardOnAir”



Lightboard “BoardOnAir”



Lightboard “BoardOnAir”



Lightboard “BoardOnAir”





Lightboard “BoardOnAir”



Lightboard “BoardOnAir”



Lightboard “BoardOnAir”



Lightboard “BoardOnAir”



Lightboard “BoardOnAir”



Lightboard “BoardOnAir”



Lightboard “BoardOnAir”



Lightboard “BoardOnAir”



Lightboard “BoardOnAir”



Lightboard “BoardOnAir”




